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1. STEREOMETRIE

- zabyva se geometrickymi Utvary v prostoru

1) Dw pfimky v roviré nazyvame
a) Riznolkezky — maiji spol. pravjeden bod
b) Rovnokézky — lezi v jedné roviha nemaji spol. zadny bod
c) Mimohszky — neleZi v jedné rovéna nemaji spol. bod

2) Fimka a rovina
a) Rimka p lezi v rovia p => (pC p); kazdy bod p je bodem
b) pije| sp=>(pN p =@); nema s rovinou zadny spol. bod
C) p je fiznokezna sp => (pN p =P); ma s rovinou préjeden spol. bod

3) Dw& rizné rovinyp aG:

a) rovnokzné — nemaiji spol. Zadny bod
b) riznok¥zné — maji spol.ifimku => prisenice rovin

GEOMETRICKA TELESA

-mnohosEn — mnozina vSech béds prostoru leZicich uvria na mnohoshové ploSe, ktera je sjednocenim n
hraniénich mnohouhelnik(n> 4) leZicich v rovinach tak, Ze strana kazdéhch j@ zarove
stranou jiného mnohodh.

NEROTACNI TELESA

Hranol: V=5 Iv
S=2S,+S, @

T=va+h+e
u=Hath

Kvadr: V =abc @
S=2(ab+bc+ac) ¢

Jehlan:  V =1S v &
S=S,+S

Komoly jehlan: V= %V(Spl +S,, +1/Sy [sz) @

ROTACNI TELESA
Valec: V =mi
S=2mr?+2mv @

Kuzel: V=1mv
S=m?+ms ,kdes=+/r? +v? —délka pléﬁ&

. > 1. _1 2 2
Komoly kuzel: V—§77v(r1 +r +r1r2)

2
S=m’ +m,’ +(m, +m,)s @

3

Koule: V=2m Q



S=4m?
Kulova Gset:  V =7m” % +4my) ~
objem vélce plus objem koule .

7

s NN

&

N\

r,=r2=(r-v)
S=7r,” +2mv — obsah podstavy plus
obsah kulového vrchliku
_——]

Kulova vrstva; V = m? i+ nr,22 3 +% O : AT
objem dvou vali a objem koule 77 %// /7Y
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2. LOGICKA VYSTAVBA MATEMATIKY

Zakladem logické vystavby matematiky je soubwiomi (= zakladni ¥ty)
AXIOMY _ n&jakého matematického oboru jsou vyroky, jejichavpiaost se uznava bezikiazu. Pojmy, kterych
je pouzito v axiomech, a které nedefinujeme, nampZékladni (primitivni) pojmy .
Soustava axiolhmusi byta) bezesporna- nelze z z ni vyvodit vyrok a zaravgho negaci

b) nezavisld— nelze vyvodit jeden axiom z ostatnich axiom

C) Uplna — ze soustavy axiolinize vyvodit pravdivost, nebo nepravdivost lib. Mat

vyroku, ktery neni axiomem

K zavedeni dalSich matematickych péjsiouzidefinice, které stanovi nazevového pojmu a df jeho
charakteristické vlastnogtiomoci pojni zékladnich, pap pozdji zavedenych.
Matematicka véta je pravdivy matematicky vyrok, ktery je mozné ldgi odvodit z axion, definic a dive
dokazanych &t. Véty slouzi k budovani matematické teorie i k vyuriitematickych poznaikv praxi.

Obecna #ta......... FxeD : A(X) => B(X)

Obracenasta.......... ¥xeD : B(X) => A(X) Véta nemusi mit stejnou pravd. Hodnotu jake.fvrzeni
Obmeénéna Wta...... wxeD: E(Xx) =>4(x) Véta je ekviv. s fiv. => ok& maji stejnou platnost
Negovana #ta....... OxeD: A(X) \ E(x) Véta neguje fv. tvrzeni

Nap. Véta: 0 nON: 2/n=>2/rF

\&ta obnéndna : 0 nON:2¥n*=>2%n

\&ta obracendz nON: 2/rf=>2/n

\&ta negovandz nON: 2/n A 2 n?
Plati —li wta i wta obracena, pak jettheme spokéné vyjadrit jedinou obecnoudou ve tvaru ekvivalence:

O nOD: A(x)<=>B(x)

Logicky proces, kterym se &kuje platnost matematickéty pomoci axion, definic a dive prokazanych & se
nazyvaDiikaz matematické ty.

Mame fi typy dikazi: 1. PFimy dikaz
2. Neg‘imy ditkaz
3. Ditkaz sporem

1.P¢imy dikaz: Implikace A=>B, A= gredpoklad, B=tvrzeni, zév
- predpoklad povazujeme za spravny a postupnymi krakyy ¥yvozujeme dalSi vyroky az k B
Pt. Dokazte, Ze saet jakychkoliv N za sebou jdouci¢ksel je dlitelny 3mi
a,b,c0N jdouci za sebou => a=n A\ b=n+1/A\ c=n+2 => a+b-8n+3= 3(n+1)... a+b+c /3
2. Neprimy diikaz: A=>B provadime jakoimy dikaz jeji obnény E =>&, neba jsou ol# ekvivalentni
PE. Véta: O nON: 2/rf=>2/n ........... obngna nON:2¥n=>2¥%n?
0 nON: 2%n =>0keN: n=2k+1 => A=(2k+1F=>2(2K+2k)+1=>rf=2k+1=>2%n?
Plati Wta obngnéna, tzn. Plati i a pivodni.




3. Diikaz sporem nejprve se dokazovany vyrok neguje a potom tetgani zaneme dokazovat jakaimy
dtkaz, ale dojdeme k logickému sporu => kdyz neplagiace, plati{y. tvrzeni.

Matematicka indukce: Dokazeme, Ze pla¥i(1), potom ze prak = 1; V(k) = V(k +1).
Nag. OnON; 12+2%+3% +..+n? =in(n+1)(2n+1)
1) owfenin=1; L=P
2) predpokladk 21, L =1*+22+..n> P=1k(k+1)(2k+1)
mame dokazak +1; 1% +22 +32 +.. k% +(k +1)* = 1 (k +1)(k + 2)(2k +3)
L =2k(k +1)(2k +2)+ (k +1)° = L (k + 1)[k(2k +1) + 6(k +1)] =
=1(k +1)(2k? + 7k +6) = 1 (k +1)(k + 2)(2k +3)
3) platiproOkON

5. SOUSTAVY LIN. AKVADRAT. ROVNIC

-soustava rovnie- nékolik rovnic o dvou a vice neznamych, kterémaji ggtnény sokasrg
-feSenim je pmik reSeni jednotlivych rovnic
MetodyteSeni 1. Kitaci
2. Dosazovaci (substiténi)
3.Gaussova eliminéni
4. Grafické reSeni
5. Srovnavaci

1. Sitaci metoda

X+Y =-3/x2 .rovnice vhods vynasobime tak, aby vypadla jedna neznama
2X+Y =6

3Y=0

Y=0
X+Y =-3
22X +Y =6 /x(-1)
3X=-9
X=-3 -3,0

2. Dosazovaci metoda

X+Y =-3
2X+Y =6

Y=2X+6 ...vyjadiime vhod® jednu neznamou pomoci druhé
X+2X+6=-3
3X=-9

X=-3

-2.(-3)+Y=6
Y=( K:i |'3,0|t

3. Gaussova elimin&ni metoda
-vyuzivame [ feSeni vice lin. Rovnic s vice neznamymi
- rovnice nasobime vhodnywisly a gitdme tak, aby neznamé postamypadly => soustavuipvadime na tzv.
Trojuhelnikovy (schodovity) tvar
- Izetesit i pomoci MATICOVEHO ZAPISU

X+2Y-322-1/x32 I x(-



83X +Y-2Z2=2
2X+3Y +27=11

X+2Y-3Z2=-1
7Y-1172=-1
-Y +8Z2=13 [/ x7

X+2Y-3Z=-1
Y-1172=-1
45 7=90

Z2=2 ziskanou neznamowtu dosazujeme

4. Grafické reSeni
-rovnice jsou fimkami => vyjadime y a hledame séadnice piiniku

POZN. Pokud mame ndp2 lin. rovnice se 3mi neznamymi, zvolime jednaré@mou jako parametr =>
nekonén¢ mnohoreSeni
Pri feSeni soustavy kvadratické a lin. soustavy vyuzevélimsazovaci metodu. Z lin. vyjadie jednu
neznamou a dosadime do kvadratické

6. VARIACE, PERMUTACE

Zakladni kombinatoricka pravidla:

1. Pravidlo sodinu — paet vSech neuspadanyck k-tic, jejichz prvnilen Ize vybrat pzpisoby,
druhy¢len po vykéru prvniho i zpisoby atd.. az k-tglen po vykéru vSech pedchazejicickilerni n, zpispby je
rovenn- Ny Nz .. M

Pt. Uréete p@et vSch pirozenych dvojcifernyclisel, v jejichz dekadickém zépisu se kaziddice
vyskytuje pra¥ jednou.
Na prvnim migt mizou bytcislice 1-9 (=>9 moZznosti). Po tomto Wb mize byt na druhém
misg& opst dewt moznychéislic = > 0 a jakakoliv z osmiizna od prvni vybrané
Paet uvaZzovanychliisel je tedy 99 = 81

2.Pravidlo sowétu — Jsou —li A, A,, ..., An kon€né mnoziny, které maji p@ad p;, p, ..., pn prvk,
a jsou-li kazdé d¥disjunktni, pak p&et prviki mnoziny A0 A, ...0 A, je roven p+po+...p,

Pt. Stejny piklad s vyuZitim pravidla o sétu.
V8echna firozena dvojcifernéisla rozelime do dvou skupin a to rigsla s fiznymicislicemi a
na dvojcifern&isla se stejnymiislicemi. VSech dvojcifernycbisel s fiznymi¢islicemi je 910
= 90 a e stejnymiislicemi 91=9. Oznd&ime li pjako hledany p&et pak p + 9 = 90
p=81

VARIACE V ((n) — bez opakovani

- k-¢lennd variace m prvki je uspdadanék-
tice sestavena z¢hto prvka tak, ze kazdy se
v ni vyskytuje nejvyse jednou.

V(M= n(n-1)(n-2) ... (n-k+1)

V()=

(n-k)

VARIACE V ((n) - s opakovanim



- je k-tice vytvaena zn prvki tak, Ze kazdy se
v ni miZe vyskytovat nejvysk-krat.

V() = i

PERMUTACE P(n) — bez opakovani
- zvlastni pipad variace kdy n=k

P(n)=n!

PERMUTACE P’(n) — s opakovanim
-uspdadana k-tice sestavena z n pntkk, Zze
kazdy se v ni vyskytujalespai jednou

n

Pl n =
M,Ng,..Np ( ) n1!2 'an'

, kde n1 je pget prvki 1. druhu, n2 2. druhu a ... np p. druhti¢gemz plati,

Zze n1+n2+...np=n. VSechny prvky téhoz druhu jsownstej zadné 2 prvkyiznych druli nejsou stejné.

7. KVADRATICKA FUNKCE

Predpis: fy =ax® +bx+c

a...kvadratickytlen &0
b...linearniclen HIR
c...absolutntlen dR

Grafem kv. Fce je parabola s osoq|q1. Prisetik osy o s parabolou se nazyva vrchol paraboly
2

S EE
V[ 2a,c d4a ]

Zakladni vlastnosti:

a>0
D(f): (- 00, )

H(;) = (c-b/4a, )

Pro b=0 je suda, jinak ani suda ani licha.
Rostouci pro K (-b/2a,)

Klesajici pro X1 (-, -b/23

Omezené zdola

Konvexni

Neni prosta

Je spoijita proXR

a<0

Bn= (- o0, o)

H¢) = (<o,c-7/4a)
P10 je suda, jinak ani sudéa ani licha

Rostouci proX (-, -b/23
Klesajici pro Xl {(-b/2a,»)

Omezena shora
Konkéavni

Neni prosta
Je spoijita prooR




Reseni kvadr. rovnic graficky:
-koteny kv. Rovnice jsou deny piis&iky paraboly fy = ax® +bx+ c's funkci g:y =0 (osa x).

8. ANALYTICKA GEOMETRIE — PRIMKAV ROVINE

Parametrické vyjadieni:
X=X, +tlu
y=Y, +tl,
Obecna rovnice gFimky:
ax+by+c=0

fi(a, b) — normalovy (kolmy) vektor
i (-b, a), (b, -a) — semovy vektor
p|O, = by+c=0
pHOy = ax+c=0
Usekovy tvar rovnice primky:

p=-

Tlo oo

q=-
Smérovy tvar:
y =kx+q d
a
=-—=tga
b g

K.....snmernice
Primka, ktera ma s#énnici k a prochazi bodem X[y.], ma rovnici: y = k(x-x)+y,

Vzajemna poloha dvou fimek danych parametricky:
1. Rovnokezné primky
-p(Pm), q(Q,¥) jsou rovnokzné pra¥ tehdy je li¥ nenulovym
nasobkenu

P¥. Zjistéte zda jsou imky p a g rovno&né:
P[2, 3] u(l1;-2)
Q[1,0] ¥(-0,5; 1)

(1;-2)=k(-0,5; 1)
1=-0,5k
k=2
-2=1k
k=-2 V obou gipadech stejna sfmice=> pa gjsou rovnokzné
2. Totozné gFimky
- ptimky p a q jsou totozné <= A\ Fllg nebo @lp

Pr. P[3/2;1] u(-1, 2)
Q[-1;6] ¥(1/2;-1)



(-1;2)=k(1/2;-1)
1/2k=-1 -1k=2
=2 _k=2....... jsou rovn.

p=d

t=5/2 t=5/2............. jsou totzné

3. Riiznohézné primky
- jsou fiznokszné pra¥ tehdy neni e nasobkenw
- spol. bodem je fiseiik => jehou sotadnice musi vyhovovat
rovnicim obou pimek
P¥. P[3;2] u(2; -1)
Q-1;1]  w(1:1)

(2;-1)=k(1,1) ...... iznobgzky

p: X= 3+2t q: X=-1+r
Y=2-t Y=1+r
3+2t=-1+r
2-t = 1+r
2t-r=-4
t-r=-1
r=2 t=-1......... dosadime do parametké rovnice a dopditame prisetik
X[1;3

Obecna rovnice Fimky
- normalovy vektor =>kolmy ke s¥rovému vektoru imky
- A(X-P) =0
ax+by+c=0
a,b.....sotadnice normalového vektoru
DEF: Rovnice ax+by+c=0, kde alespgdno zisel a, b£0 se nazyva
obecna rovniceffmky
P¥. Napiste rovnici imky s norm. vektorem(1;3) a p&. bodem A[-1,5]
X+3Y+c=0
Alp: -1+35+c=0
c=-14
p: X+3Y-14=0

Vzéjemna poloha dvou Fimek danych obecnou rovnici:
1. Rovnolgzné - ax+by+c=0
a’x+b’y+c’=0 ....... Rovnené pra¥ tehdy kdyzr(a;b)=kn"(a";b")

2. Totozné — je li jedna z nich ndsobkem druhé aj stejné mebo nasobek ¢

3. Rznok¥zné — normalové vektory nejsou svymi nasobky

Odchylka dvou primek:
- piimky sviraji vzdy pravy nebo ostry Ghel
v |

C =
S T TR



9. NEURCITY INTEGRAL

Primitivni funkce: F'( )= f(x), F(x) je funkce primitivnl’ KF(X)
Neuréity integral: J' x)ix = F(x)+C , kdej' x) Ex je neutity integral, f(x)[dx je
integrant aF( )+C je primitivni funkce. Integral je opak derivace.

1.1 ZAKLADNI INTEGRALY
j Oltix=C

n+l

+C

jx de— 1

H [tix=In[x+C

2

J'xde:X?+C
jcmx:chx:cx+c
jdx:x+c

jex [dx=e*+C

Ina
J'sianthx: —cosx+C

jcosx@jx=sinx+C

J' [dx=tgx+C
cos® X

J.sinz < [tx = —cotgx+C

J' 1
Vi-x*

J' 1 +1 [dx = arctgx + C = —arccotgx+ C

= —arccox+C

j[f +g(x ]de_[ mx+jg x)[elx +C
J'ch Xx)Lalx = c[f

1.2 INTEGRACNi METODY
Substituéni metody:

[ f(ax+b)rx=1] f(t)leix=1F (ax+b) +C
t=ax+b

di=tldx=altix=> dx:ﬂ
a

If'(X)mX:I%mt=ln|t|+C=|”|f(x)‘+c

f(x)

10



dt = g'(x) eix
Metoda per partes: (po¢astech)
(uv)=u'v+uv
j (uv)dx = Iu'v fx + juv’x
uv= _fu'v mX+IU\/’X
Iu'v [dx = uv—.[uv'x
u'=cosx u=sin

Priklad: Ix@:osx [dlx = . V=1

X‘= xESinx—jsianLHjx=

= x[sinx+cosx+C
u=1

u
Priklad: Ilnxmxzjltﬂnxmx: v=lnx V=

:XEI]nx—J.xE];Edsz

1
x|~ X

=x[Inx—-x+C

Priklad: [e* inx x = u=e u=e

_ =e E'l;inx—jeX [cosx [tx =
V=SINX V'=CosX

u'=e u=e*

=" Binx—¢" E:osx—jeX ($inx [dx
V=C0SX V'=-sin

Iex Binx X = e* Binx —e* E:osx—jex [$inx [ox

e* [$inx — e [tosx N
2

jex $inx [dx = C

10. ANALYTICKA GEOMETRIE —KRUZNICE , TECNA KRUZNICE

Kruznice je mnoZina vSech bddoviny, které maji od daného bodu S této rovingailavzdalenost.
stitedovy tvar rovnice- kruznice se $édem v bod S[m;n] a polong&remr ma rovnici:
(x-mZ+(@y-n)=r? nebo x?+y?=r2
(druh& rovnice je rovnice kruznice séestem v poatku)
obecné rovnicevznika Upravou $édového tvaru - ve igdovém tvaru rovnice ndjde umocnime
zavorky a paKleny vyrazu na levé stramovnice sestavime sestuppmodle mocniny:
(x2 —-2xm +m2)+(y2 -2yn +n2) =r?
x2 +y2 +(=2m)x +(-2n)y +(m? +n? -r2)=0
dale nahradime f8, -2n ant + n® - r> neznamymM, N, La dostaneme:
x2+y2 +Mx+Ny +L=0
kde M? + N2 -4L >0, S[-1/2M;-1/2N], r =1/2¢yM? +N? -4L
POZOR!!! Rovnicex? + y? + Mx + Ny + L = 0 NEmusi byt vZdy rovnici kruznice. Zda JE nebo
NENI, je teba owtit prevedenim na &dovy tvar, kde musi byt > 0.

rovnice teény kruznice v dotykovém bod T[Xo;Yo]: (x -m)(xg =m)+(y =n)(yo —n) =r2

11



11. ANALYTICKA GEOMETRIE — ELIPSA, TE CNAELIPSY

Elipsa je mnoZina vSech bddv roving, které maji od dvou danychignych) bod E, F konstantni
souwet vzdalenosti&tsi, nez je vzdalenost danych dvou #od
[EM| +|FM| = 2a
A vedlejsi osg
E, F - ohniska

A, B - hlavni vrcholy
C, D - vedlejsi vrcholy

_- ) S - stfed
"B hlavni a - délka hlavni poloosy
E /7 osa b - délka vedlejsi poloosy
-y e - excentricita
e . .
< > \;zdy 2platlz
b a“=b"+c
a>b
v
a c
< >
>
0 X

stiredovy tvar rovnice - elipsa se gédem Sin;n], jejiz hlavni a vedlejSi osa jsou rovrédhé s osami
X, Y Ma& rovnici:
—_m)2 —n\2 2 _ 2
-m)P L ymn? o xem)? v )’
a2 b2 b? a2
Upravou (jako u kruz.) osové rovnice ziskavashecnou rov:
Ax? +By2 +Cx+Dy +E =0,kde A>0,B>0A#%B
POZOR! vySe uvedena rovnice nemusi byt rov. glipsutno o¥fit pievedenim na &dovy tvar
rovnice

NSt X,y
- 2 —n)2 —_—+t=—=1
(x-m) +(y n) -1 a2 p?
a? b?
2 2 2 2
;n] Le=m)y” gn) +—(y Zn) =1 X Y o
b a b? a?

rovnice teény elipsy v dotykovém bo@ T[Xo; Yo

(x=m)Xp=m)  (y=mMo=m _; X=m)Xo-m) (y-n)yo-m) _,
22 b2 b2 a?

12. PARAMETRICKE ROVNICE

VT | X(t? -1)=t-1
Linearni rovnice s parametrem:
xt-1)t+1)=t-1
t#1 C t=1
x(t+1)=1 0=0=K=R

12



x:i 0#£1
t+1
K ={%} K={}
Diskuse:

prot Z1-1 maK :{t—il}
prot=1 maK =R
prot =-1 makK ={ }
Kvadraticka rovnice s parametrem: px* +bx+c=0 = D=b*-4pc
2
D>0=p <2— xmaz2ieseni
c

2
D=0 = p:b— xmalieSeni
4c

b? %
D<0= p>4— xnemaresenv R
c

U parametrickych rovnic s neznamou ve jmenovathionu rovnic, kde umocninte
odmocnime, dame zkousku.

13. ROVNICE S NEZNAMOU POD ODMOCNINOU

iraciondlni tzn. neznama je pod odmocninou
provadime zkousku

J6-x++/3x-2=4 ()
(6-x)+2V6-x/3x-2+(3x-2) =16
2,16 = x)(3x—2) =12-2X
6-x)3x-2)=6-x /()
(6-x)(3x-2)=(6-x)* /(6-x)

3X, —2=6-X,
6-x =0
. L 4x, =
X = X, =
L, =/0+16=4 L, =4+/4=4
P=4 P,=4
L1:|31:K1:{6} L, =R, =K, :{2}

14. ANALYTICKA GEOM.- HYPERBOLA, TECNAK HYPER.

DEF: V roving jsou dany E, F (BF) a_ alR, tak, Zze 2a 4EH , pak mnoZina vdech badoviny, pro které plati :
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IXF| = XE| =2a
se nazyva HYPERBOLA
E.F...... ohniska

A, hlavni poloosaSB = ISA
e =% [EA ....excentricita € = a® +b?
AB......... vrcholy paraboly
b........ vedlejsi poloosa
£ ¥
. —- _='1
o X%

Asymptoty Hyperboly: )
- je-li a=b, pak asymptoty jsou na sebe kolmé =/ROOSA HYPERBOLA

-y =kx
-k =tga =b/a
-y =t bla x

asyrn| ptoty

Hyperbola a pfimka:
1. Asymptoty — prochaziigdem hyp., y =k«
2. Ostatni imky a) rovnokzky s asymptotou — 1 spol. bod s H
- stejna s#nnice
y=k x+q

b)séna — 2 spol. body

c) téna — 1 spol. bod

d) gimka, ktera nema zadny spol. bod a neni asympt.

Teéna H se stedem S(0;0)

xxo ¥¥o_,

t: 2l he

Hyperbola s S(m;n)

Teéna H se stedem S(m;n)

a? b?

tr: (=miX,-m)_(y-n)(v,-n) _,

P¥. Napiste rovnici H, ktera ma vrcholy A[0;-3], B[-8}-a jedno ohnisko J5;-3].
-z grafu odéteme soiadnice S, F2, e, a...dofitAme b.
-e=3, a=2

- S[-2:-3] b= -

Ger2)20r3 )
) 3

15. UPRAVY VYRAZU

Algebraicky vyraz — zapis ktery je je spragmvytvoreny z matematickych opergich znak, ¢isel, prordnnych,
vysledki operaci a hodnot funkci. Neobsahuje li odmocnirmgyva seacionalni algebraicky vyraz (X
iracionalni alg. vyraz)

Mnoho¢leny (=polynomy) —racionalni celistvé vyrazy
aXn + &1Xnl + ... + ax + &; kde N, art0, &,a...a jsou redln&isla, xpronenna,_nje stupé
polynomu, jednotlivi &tanci se nazyvajileny polynomu.

Operace s mnohdleny:

14



S¢itani: setteme koeficienty @leni se stejnym exponentem
Odefitani: odstranime zavorky a&eme koeficienty &leni se stejnym exponentem
Nasobeni:roznasobime zavorky a to tak ze kaZtln v prvni zavorce roznasobime s kazdjemem
v druhé zavorce a eme koeficienty gleni se stejnym exp.
(3x%+2x) (5%-3) = 158 — 9% + 10¥ — 6x = 15X + X — 6X
Déleni: - Delence i dlitele uspgddame sestugn
- Vydélime prvniclen clitele a vysledny polynom odteme od dlence a ziskamesténec pro
dalSi postup.
- Opakujeme tento postup vzdy s novygtedcem tak dlouho, az je zbyly polynom nizsiho
stupré nez dlitel.
- Uvedeme podminky =>¢titel musi byt fizny od nuly

(C-5x2+5x-2) : (x-4) = X¥-x+ 1 +:,:_E4
-0¢ = 4%
- i)—{ 5X — 2 podminky: % 4
- (-X+4x)
X—2
-(x—4)
2....... Zbytek

Rozkladyvyjadieni mnohdélenu jako sotin mnohdalent nizSiho stupé
a) vyuzitim binomickych vzoic
(atb)’= &+ 2ab + if a — b? = (a+b)(a-b)
(atb)® = & + 3&b + 3alf + b® a’+ b’ = (a+b)(& —ab + If)
a3 —b3 = (a-b)(@+ ab + i)
b) rozkladem kvadratického ttd¢nu na sotin druhé mocniny dvdjenu
ax® + bx + ¢ = (x+%)(x-X) resp. X + px + g = (x-%)(x-X,) kde
XtXz =-p
X X2=(q
c) vytykanim
3% + 4% — 2x = X(3% — 4x — 2)= X[x(x-4)-2]

Pri apravéach vyrai vyuzivAme poznatko mocninach, odmocninach, zlomcich a mritdreech tak, abychom
vyraz grevedli na co nejjednodussi todminky, které stanovuiji, kdy jsou vyrazy definovany, jsatnou
sowastireseni.

Ve zlomku muazeme krétit jen v piipadé sowinu !!!

16. ANALYTICKA GEOM. — PARABOLA

DEF: V roviné je dan bod F affmka_g FJg, MnoZina vSech badroviny, které maji stejnou vzdalenost od

bodu F a fimky g, se nazyviPARABOLA. a oy

Fooo ohnisko paraboly
(o FRURI fidici pfimka paraboly
Do Parametr paraboly => vzdalendgt] = 2|FV|

P: x> = 2py
tri X Xo = p(y + Y)

L
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1 2. 3. 4.
Vrcholové rovnice paraboly:
1. ) P: (x-m)’ = 2p(y-n) 2 (X-m)(xo-m) = p(y-n)+p(yo-n)=>p(y+
Yo-2n
2. P: (x-mY = -2p(y-n) fr: (x-m)(Xo-M) = -p(y+ Yo-2n)
3. P: (y-nf = 2p(x-m) tr (y-n)(Yo-n) = p (x+X-2n)
4. P: (y-n¥ = -2p(x-m) tr: (Y-n)(Yo-n) = -p (X+%-2n)
Obecna rovnice paraboly:

x* = 2py
¥-2py =0

PF. NapiSte rovnici paraboly, jejiz ohnisko je F[0;-t:na ve vrcholu V mé rovnici x-4=0.
-trix=4; p=2[Fv| =8 ]
-V [4;-4]
P: (y-n)? = -2p(x-m) ;

P: (y+4f = -16(x-4)

17. VYRAZY S ODMOCNINOU

Ve vyrazu “."r;plati: OxOR, x 20 => pri pogitani vyraz s odmocninoumusimevzdy uvéspodminky.

Vzorce pro peitani s iracionalnimy vyrazy:

1. AT P

=
2 (nfa y="/a
3. e _ [
s b
4. h = I:I,'Ifr;:} bn: a
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Im
5. _nim
a”:«,a

6. %: oz

Pokud jemocnina ve jmenovateliziomku, musime zlomeksmérnit;

1_142_42

V2 22 2

Slu¢ovat Ize pouze souhlasné odmocniny, odmocnitestoa rozdil nelze.

Castarné odmodiovani: 3128 = %/7 = i/? ¥/2=2213/2=403/2

18. VEKTOROVA ALGEBRA

Vektor je mnozina vSech souhlasarientovanych Usek, které maji stejnou velikost a jsodemy p@atesnim
a koncovym bodem.

Operace s vektory:
‘u‘ = Ju,’” +u,”
Vektor op&ny: —u = (—u,,—U,)
Souet (rozdil) vektol: UV = (u1 tv,u, V2)

Skalarni sowin: ULV = ‘u‘ [M [€osa =u,v, +U,V, —vysledkem je skalar

- ndsobenim nenulového vektoru Biislem je vektor C-A ficemz plati
- |acl =k |AB|

-k = (k k) ........ vysledkem je vektor
- je-lik= 0, bod CJ pologrimce AB
- je li k< 0, bod CJ opa&né pologimce k pol. AB

- ndsobkem nulového vektoru je nulovy vektor
-al +b¥+cw ... Linearni kombinace vektdi(a,b,cIR)

Vektorovy sowin: G =(w-F1+T62-Fz ) e vysledkem je vektor
ulv
Tk
Nalezeni kolmého vektoru:- dva vektory jsou kolmé,prékdyz je jejich skalarni s@in roven nule
utlv=ulv =0

Uhel dvou vektori; cosq =

19. KOMBINACE
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Bez opakovani neuspsadana (nezalezi naiaali) k-tice sestavena a prvki tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje
nejvyse jednou.

W (k) e

PF. Kolika zpisoby Ize vybrat dvkaretni barvy? (srdce, karyike, piky)
- Vytvéiime dvouprvkové kombinace ze 4 moznych barev

C(4)=6

S opakovanim:neusp#adané-tice sestavené m prvka tak, Ze se v ni kazdy vyskytuje nejvyskrat

3o k)l gmtkd n>k
Cidn)= kin-1)" _( k )

P¥. V prodejré maji 4 druhytokolad. Kolika zfisoby Ize zakoupit Zokolad?
Jedné se o kombinace sedifiéyt ze 4 prvk s opakovanim

o (4J=(4+;'1 )=(1,f):1zu

20. VYUZITI PYTHAGOROVY V ETY

Znéni: Obsahitverce sestrojeného nateponou je roven sétu
obsalt ¢tverai sestrjenych nad éma odé¥snami
v pravouhlém trojuhelniku.

Zapis: =& + 1Y

Obracena Pythagorova ¥ta: Je-li Obsalttverce sestrojeného
nad feponou roven s@tu obsali ¢tverai sestrjenych nad
obéma od¥snami, pak je tento trojuhelnik pravy. c

Vyuziti:
Konstrukce usgek délekv2, V5, V7...atd
Pasitani v pravouhlém trojihelniku.

21. KOMBINA CNi CISLA, KOMBINA CNi ROVNICE

Kombinaéni ¢islo: (¢teme ,n nad k*)
- Pro vSechna cel& nezapotidda n, k kde rek plati:

(i)=7w

18



Zakladni vztahy mezi komb.¢isly:

-

M. n. n+1
k) (k+1) |k+1
Kombinaéni rovnice:

(=)

12!

ey T e
210x = 924
x=4.4

22.VYUZITIi EUKLIDOVYCH V ET

1. Euklidova véta o odwsné - obsahitverce sestrojeného nad @dmou se rovna obsahu obdélnika sestrojeného
z celé pepony a Usekuifehlého k dané odisre.

a=c'C c
b’=c &
b a
2. Euklidova wvéta o vySce -obsahtverce sestrojeného nad vyskou ¢
trojuhelnika se rovna obsahu obdélnika sestrojendlimu Usek Aa b ¢ B
prepony. /
V=G G
C
b/ © a
Ve
a Ce
6w D B
23. VLASTNOSTI FUNKCE

Def: Funkce na mnozina R je gedpis, ktery kazdémiislu z a piradi pré¢ jednocislo z mnoziny R.

Dfyevevees defini¢ni obor f-ce
Hp.oooon obor hodnot f-ce
fy= 2..... funkeni hodnota f-ce f v bag-1 méa hodnotu 2
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Graf funkce: graf funkce f v soust&/Oxy je mnozina vSech bad, jejichz sotadnice jsou X[x, & ], xOD.

Obor hodnot funkce: je mnozina vSclisel yOI R, ke kterym existuje alespgedno x[D.

Monotoénnost f-ce:

Rostouci: X1 < X2 => fy <fo); X1, XOD
Klesajici: X1 < Xp => f(x]_) > f(xz) T X, X OD

Nerostouci: O X1, Xo0D; X1 < %2 => fx) < fxo)
Neklesajici [ X1, Xo[OD; X1 >Xo=> f(xl) ] f(Xz)

Jestlize je f-ce v celém svémipehu rostouci, klesajici, nerostouci
nebo neklesajictjkame ,Ze jenonotonni.

Omezena shora: <=>Jh0R: O xOR; f) <h
Omezena zdola: <=>Jh0R: O xOR; f(x) 2h

Jestliize je f-ce omezené sdola i shéfieame, Ze jomezena.

Maximum v a: 00 xXOD; fy) < )
Minimum v a: O xOD; fx) 2f(a

Prostéa: praw kdyz neexistuje Zadné rovnika s osou X, ktera by
obsahovala 2 a vice biodrafu.

Suda: Kdyz je graf f-ce sougrny podle osy
O xOD: f(-x) = f(x)

Licha: Graf je sourtrny podle pdatku
O xOD: f(-x) = -f(x)

24. BINOMICKA V ETA

(a+b)" = Man + " laript 4 M ar2p? 4+ T arepeo [ o
0 1 2 k n

a,bOR; n ON

PASCALUV TROJUHELNIK:
0
n=0 0

)

o/ 3 1
o) (3
3

ol
) (2
e G

2
1

4

20
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25. KVADRATICKA ROVNICE

Predpis:ax + bx +c=0

axX...kvadratickyclen &0; &R
bx...linearniclen HIR
c...absolutnglen dIR

a,b ... koeficientylena

ZpusobyieSeni:1l. V sokinovém tvaru
2.ReSeni ryze kvadratické rovnice
3. Pomoci vzoricpro diskriminant a kieny
4. GrafickéreSeni

1. Sowinovy tvar
(x+2)(3x-1) =0 <=> 3%+ 6x—-2=0
x+2 =0 3x-1=0
x=-2 x=1/3

K={-2; 1/3

2. Ryze kvadraticka rovnice
- nema linearnélen: aX+c=0
aX=-c
X = -cla

X xp=+ III_%

3. Diskriminanty u obecné kv. Rovnice:
-al+bx+c=0;
- ugime diskriminant podle vzord® = b? — 4ac;vypcitame kdeny
- patet kareni ovliviiuje hodnota diskriminantu:
ProD >0jsoutfeSenim dva keny
ProD =0je feSenim pr&vjeden dvojnasobny ken
ProD<0Onema kvadraticka rovnice v R zadmeg&eni

—btfD  —btafbP—dac

Him =
L2 2o 2a

4. Grafické reseni

-4
0 2%+3x+4 =0

4 y = X <=>y =-1,5x+2
+ 2 rovnice nemareseni

X-4
X
X

Vlastnosti kofeni kv. rovnice
1. Vietovy vzorce —rovnici musime pevést na normovany tvar => a=1, pak plati:
X>+px+q=0
X1tX2 = -p XX2=(q
X2+ px+Q=0 <=> (x-%) (X-Xp)
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2. Vlastnosti ka*enii obecné kv. rovnice- ma-li kv. rovnice kieny x, X, pak plati:
axd + bx + ¢ = 0 <=> a(x-¥) (X-Xz) =0

26. URCITY INTEGRAL

- ,Newtoniv integral*

Geometricky vyznam:udéava obsah Gtvaru U, ktery je désly a,b a §, ohranteného grafem f-ce f, osou x a
piimkami x=a a x=b.

1. Obsahy rovinnych atvér
2. Objemy a povrchy rotaich gles

b

—
o~

0

_[ﬂx].:fx - [F [x]E - F[fﬁ']— F[ﬂ] .Newtoniv — Leibnizv vzorec”

a

integrand prim. F-ce meze integralu( hodoini )

-Vy: Je-li F v <a, b> spojita a nezaporna :  *

[ 7(x)-dx 2o i f[:x:]-.:z’x=—i Flx)-dx
2 a -]

- pii vypoctech je mozné pouzit metodu substituce i metodu FRetes"
- U substituce ja¢ba pepaiitat meze

Aplikace uréitého integralu:

fix S= T f (x) Celx fx)

3

S=[rlx)-dx- ifi:xj]-dx+if[:xj]-dx
c d

a

d b x

, a
S=-[slx)dx §

5
5= _Il[f[:x:] - g[:x:]]- dx

Objemy a povrchy rotaénich téles:
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% :nji f 2(x)mx:ﬂiy2 [olx
27. LINEARNI LOMENA FUNKCE:

je kazdéa funkce dan&qupisem:
_ax+b

cx+d

o2

Grafem je hyperbola
NejjednodussSim typem je néma ungrnost:

; a,b,c,d jsou realnfisla, c£0aad —be 0

NEPRIMA UM ERNOST
y:;; kOR, k#0
D =R-{0}; H =R-{0}

|
=

-klesajici v celém D {msci v celé D
-neni omezena shora ani zdola, nema maximum aiinuin, je licha

k<O

1k4

Mot s

3

=1+
y X=2

-grafem této funkce je graf funkcg= 3 posunuty o 2 doprava ve &m osy X a 0 1 nahoru
X

ve snéru osy y
-piimky x = 2 ay = 1 se nazyvaji asymptoty dané fenkc

28. ARITMETICKA POSLOUPNOST:

POSLOUPNOST
Posloupnost je zobrazeni vSedirqgzenychéisel do mnoziny vSech realnyérsel

(nekonena posloupnost reélnyctisel) {a,}”, = a,,a,,..a,,....
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Posloupnost je zobrazeni prvnitipiirozenychcisel do R koneéna posloupnost R)
ko _

{aa =ana,.2,.

Posloupnost rostouciir <s < a, <a, r,sOON

Posloupnost klesajici:r <s < a, >a, r,sON

ARITMETICKA POSLOUPNOST
a., =a,+d, ddiferencial

a_t+ta o S - y y
a :% — jakykolivélen posloupnosti je aritmetickymipnéremclenu

piedchazejiciho a nasledujiciho
N-ty ¢len posloupnostia, = a, +(n-1)d

o nla, +a
Souwet prvnichn ¢lend: s, :M

2

29. GEOMETRICKA POSLOUPNOST:

an+1:an|:q qio

= V a‘n—l |}‘n+l

N-ty ¢len posloupnostia, = a, [4"™

2,

Souset prvnichn &leni: s, = a, Go(lq—_ll q#1

\(YUZlTi POSLOUPNOSTI
Urocitel: r =1+ p, p prirastek (%)

Pravidelny dést: a, =ar", a poacatek
Rust s gispsvky: a, =ar” + bdr—_ll, b prispsvky

Jednoduché urokovani (vkladame pesiui): a, =nla+alpE E-P(lz;n)

Slozité arokovani (ini): a, = a[—[—_ll
r‘ —

30. FUNKCE S ABSOLUTNI HODNOTOU:

Absolutni hodnotarealnéhasisla a jesislo [a|, pro které plati:
-je-li a=0,jela=a
-je-li a<0, jela = -a

-pii sestrojovani grafu funkce s absolutnimi hodnotabsiolutni hodnota funkcégyraci
zapornouast funkce do kladnéasti
-u vnaenych absolutnich hodnot postupujeme odikaik vrejSku
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s

-slozitéjSi funkce s absolutnimi hodnotami réiigeme funkci na &kolik ¢asti a graf potom
poskladame z grafiednotlivychéasti

31. Exponencialni funkce

Funkci ve tvard: y = &, kdea je wtSi nez nula afizné od 1 nazyvame exponencialni funkci
o0 zakladwa. Jejim grafem jexponenciélni Kivka (exponenciald.

Defini¢ni obor — xe R
Obor hodnot — ¥ (0;)

Y A Y A
X

v

obr. 7.5 obr. 7.6

Grafy prochazeji bodem 1 na ose y

Vlastnosti exponencialni funkce
a) proa>1

neni suda, ani licha

je omezena zdola, rostouci, prosta
- nema minimum ani maximum
inverzni funkce k funkci logaritmické

b) pro as (0;1)

neni suda ani licha ] ]
je omezena zdola nulou, neni omezena shora
Je klesajici, prost4q, nema maximum ani minimum

je inverzni k funkci logaritmické

32. Nekoné&né rady

Je-li (&)"n=1 posloupnost, kterd méeny ay, ay, ag,...an,..., pak vyraz
0
A R Zlan nazyvamenekonatnou Fadou.
n=

Cistim ay, ay, ... ay, ... sefika éleny nekongné rady.
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Zapis

(o]
Ya,=s
n=1

Vypocet

Je-li |q| < 1, pak je nekotrea geometrick&ada konvergentni a jeji stet se spdita ze
vzorce:

S=al/(l-q)

Je-li |g| >= 1, pak je neko#rgd geometrickdada_divergentni

33. Exponencialni rovnice
Rovnice, v nichZ se neznama vyskytuje v mocnittppnentu).
a=b

Zakladni postup

1. Pokusime serpvést rovnici na tvar, kdy na levé i pravé strgmmocnina o stejném
zékladu, deeSime podle vztahu:

at =g
X1 = Xo
Pr; 4 =21
X — 23x-1
1=x

2. Neni-li mozné nalézt mocniny o stejném zaklddk rovnici zlogaritmujeme.

Pr.: 2x3x-1=6
2x 3x-1/3=6
6x =18
log 6x = log 18
x log 6 =log 18

x=1log 18 /log 6

3. Jestlize ax je argumentem dalSi funkeg&jme rovnici pomoci substituce

34. Limita posloupnosti

Definice
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1. posloupnost @’n=1 je konvergentni pray kdyz existuje & R takové, Ze pro vSechna
E > 0 existuje pe N takové, Ze pro kazdé n >z plati | — a| <E, totocislo a se
nazyva limita posloupnosti

2. posloupnost °,-1 je konvergentni pray kdyz existuje & R takové, Ze pro vSechna
E > 0 existuje pe N takové, zZe pro kazdé n >g plati g (a -E; a +E), totocislo a se
nazyva limita posloupnosti

3. posloupnosti, které nejsou konvergentni jsoerdjgntni.

Pt.: ((-1)")"n=1 (pro licha n nabyva hodnoty —1, pro suda n hoddotyebliZi se tedy
k Zzadné hodnéta, ktera by mohla byt jeji limitou)
lim a,=a pro n ->o

Z&kladni vlastnosti limit

- kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu

- kazda konvergentni posloupnost je omezena

- soutet, rozdil, sotin a podil konvergentnich posloupnosti jsou kongatgi posloupnosti,
pro jejichz limity plati:

lim e & =a
lim n->00 bn: b

lIM nse 8 + 1M e BRliM s & = liMpso (B + ) =a +b
lIM 50 80 - M s DRlIM psee @ = liM e (8- ) =a—=Db
M nose 80 * M see BRlIM s & = 1M e (80 * b)) =a* b
lim nse (a0 / b)) = alb; b<>0

limpse C*ay=C*a; ceR

35. Logaritmické rovnice a nerovnice
NejjednodussSimifpadem logaritmické rovnice je rovnice lpg=b,a>0, &1, b patt
JeZ mé podle definice logaritreseni x = &
Log af (X) =logag (x),a>0,&1

Kde vyrazy f(x), g(x) vyjatlji funkéni hodnoty dvou danych funkci f, g prémnmé x,
Z nichz jedna rize byt speciakkonstanta. Protoze logaritmicka funkce je prosta (
rostouci pro a > 1, klesajici pro 0 < a < 1),galdtmické rovnice natie pak plyne f(x) =
g(x). Tyto rovnice jsou vSak ekvivalentni jeh pplnéni podminek: f(x) > 0 a g(x) >0.
Pokud je nestanovimé&grlem, musi byt nutnou siastifeSeni zkouska.

Podminky pro logaritmus i pro jmenovatele.

Odlogaritmovat mohu pouze tehdy, pokud maji logayistejny z&klad.

rovnice:

log x _ podminky
log(3x +5) x>0 [ 3x+5>0 [ log(3x+5)#0
logx = log(3x +5) x> -3 log(3x +5) # logl
X=3X+5 X#—4

x=-25 K={}
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36. Limita, spojitost funkce
Definice limity funkce:
Rikame, Ze funkce ma v bode a patrici R limitu bripaR, praw kdyz:

1. funkce f je definovana vaakém okoli bodu a, pdfpac s vyjimkou samého bodu a

2. k libovolnému okoli U(b) bodu b existuje takova tikd (a) bodu a, ze pro vSechna x

patrici D(f), kde x# a, plati
X patici U(a)— f(x) pati U(b).

Limita posloupnosti: Posloupnos{an}:f:l ma konénou (vlastni) limitua praw tehdy, kdyz
ke kazdému libovokhzvolenému kladnémaexistujecislo ng takové, Ze pro kazd&ng plati
la, —al<e. Zapis:lima, =a  alR. Je-li konené¢islo reainé, tedy jedna se o vlastni

limitu, je posloupnoskonvergentni. Nema-li konénou limitu jedivergentni.
Limita funkce: Funkcef ma v bod a limitu L, jestlize k libovol# zvolenému okoli bodu
existuje okoli boda takové Ox OU (a) -{a}; f(x)OU(L). zapis:lim f(x) = L

- X . X
Limita zleva: lim —=1, zprava: lim —=1
X

li
X-0"

x-0" X
L . X . X . X
Nevlastni limita: Iim—==101lim - =1=lim—=1
x-0" X x-0" X x-0 X

Limita v nevlastnim bodé: lim 1 =0, lim 1 =0

Xﬂﬂox Xﬂwox

Véty o limitach:  lim(a, b, )=lima, +limb,

n-oo n—-oo

lim(a, (b,)=lima, [limb,

n- oo n- o n-oo

lima
. a n
||m( nJ: n.ﬂoo
n-=\ b ) limb,

n-oo

lim(konst @, ) = konstim a,
jim2=0

n- oo

m f(x) = f(a)

li

im sin(kx) _
x-0  kx
im&~1o1
X-0 X

n

1

Neur¢ité vyroky: %,f 0[0,0%,00° 00 — 0
(00]

SPOJITOST FUNKCE
Okoli bodu: (a-d,a+3)  &>0 nebo|x-d <d, zapisU (a,d)
Levé okoli bodu: (a-d,a) >0

Funkcef je spojita v boct a, jestlize k libovolg zvolenému okolf(a) existuje okoli boda
takové, zelx U (a); f(x)OU(f(a)).
Funkcef je spojita v intervalu @,b), je-li spojitd v kazdém b@dohoto intervalu.
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Funkcef je spojita na <a,b>, je-li spojitd nad,b) a v boa a je spojita zprava a v beéd je
Spojita zleva.
Funkcef je spojita v bodt a, ma-li v tomto bod limitu.

37. Geometrie v roviré

a. PoDOBNOST
Pro kazdé body X,Y a jejich obrazy X,Y’ platiX'Y{| = k| XY

k>1 zwtSeni

k=1 shodnost

k<1 zmenSeni
V podobném trojuhelniku plati, Ze ve stejném panjsou i vysky, &Znice, stedni Ficky,
polomery kruznice opsané i vepsané, ...
2 trojuhelniky jsou si podobné shoduji-li se ve wvahlech nebo v 1 Uhlu a pém stran
svirajicich tento uhel.

b. SrEINOLEHLOST H (S; K)
Pro kazdé X platifX's| = |«| [X], kde S jested stejnolehlostak je koeficient

stejnolehlosti
Primka se zobrazi naimku rovnokznou.

ROVINNE UTVARY

Trojuhelnik: O=a+b+c
S alv,
2
Heroriv vzorec: S=./s(s-a)(s-b)(s-c)
atb+c
S=
2
Obdélnik: O=2(a+h) L
S=ab
Rovnobéznik:  O=2(a+h) -
S=aly, J al ;
Lichobéznik: O=a+b+c+d
s-larr /e Y
2

Pravidelny n-thelnik: S=n[SAABS —n-krat obsah jednoho trojuhelnika

Kruh: O=2nr
S=r?

Mezikruzi: S= ‘IT r’ - ITI‘ZZ‘

Oblouk: O=r¢ — thel v radia N

2
Vyset: S:%(p @
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2
Uset: S= %¢ %EZ [$ing — obsah vys& minus obsah troius >\|ka

Euklidova veta o vySce
V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druha mocniysky k pepore rovna sodinu délek
obou useku fepony.

V 2 je obsatitverce o strahdélky v, c.* cp je obsah obdélniku jehoZ strany maji délky ¢

, Cp. Proto je mozné formulovat také takto:
Obsahctverce sestrojeného nad vysSkou pravouhlého tropiikalse rovna obsahu
obdélniku sestrojeného z obou usekeppny.

Euklidova veta o odwsné
V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druha mocniglaydod¥sny rovna saginu délek
prepony a pilehlého useku.

Pythagorova veta
Obsahctverce sestrojeného nadgponou pravouhlého trojuhelnika se rovnadou
obsahuwtverai sestrojenych nad éma od¥snami

A2+B?=C?2

38. Derivace funkce
£(x,) = tim 2 = fim fx +8%) = 1x) _

lim
Ax-0 AX  DMx-0 AX X=X X=X,
oo ) dy
y' (%) ™
y . 1. derivace
. 2. derivace

y(G) . 6. derivace

Jestlize ma funkcev boc xo derivaci je v bod X, spojita. Obracen&ita neplati
Funkcef mé& derivaci v &,b>, ma-li derivaci v kazdém béda,b), v bodt a ma derivaci
zprava a v baoglb zleva.

Je-li funkcef definovana v §akém okoli bodwg a existuje-li lim fix 97 ma funkced

X=% X=X,
v bodt X, derivaci zleva. (Obdoképlati pro derivaci zprava).

Derivace: c=0
( ) n D(n—l
goniometrické fce: (sinx) = cosx
(cosx)'= -sinx
(tgx) = c052 MR R-{z+k7g}
1
(cotgx) = Srx x O R-{k7}
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s konstantou:
s¢itani:
nasobeni:
dgleni:

slozena fce:
exponencialni fce:

logaritmickeé fce:

implicitni funkce:

vySSi derivace:

(arcsinx)'=

1-x?
(arccos<)' -1

1-x°

1
(arctgx) = T
_ 1

(arccotgx) = T

clf(x)=clf'(x)
uzv)=u+v
(uvz)'= u'vz+uvz+uvz

ex)'zeX

(ax)'zaX Ona

(nxy=1 x>0

(log, x)=-2- x>0,a>0a#1
y = x5

Iny =sinx[Inx

S Y'=cosxtnx+sinxF
y'= (cosxOn x +sinx &) ¥

Derivujeme tak, zéleny
obsahujicx derivujeme normakh
acleny obsahujicy derivujeme
podley a nasobimg’.

GEOMETRICKY A FYZIKALNI VYZNAM DERIVACE
Fyzikalni: derivace drahy podigasu je okamzita rychlost, 2. derivace drahy pddku je

okamzité zrychleni

Geometricky: 1. derivace funkce v bédlotyku je smrnice t&ny y' (xo) =k,

Y= Yo =k(x=%,)
kk =-1

39. Goniometrické funkce

DEFINICE NA PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU

. a a
sing =— tga =—

C b

b b
cosqa =— cotga =—

C a
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DEFINICE NA JEDNOTKOVE KRUZNICI

a,=180 -a,
a,=180 +a,
a,=360 -a,
[I. kvadrant: sina, =sina,
cosa, = —C0sa,
[ll. kvadrant: sina, = —sina,
COsa, = —C0sa,
IV. kvadrant: sina, =-sina,
cosa, = Cosa
cotga sin(-a) = -sina
cod-a)=cosx
perioda je g g a
tg(-a)=-tga funkcelicha
cotg(-a)=-cotga  funkcelicha
perioda jert

ZAKLADNI UHLY

a 0° 30° 45° 60° 90° Doplikovy thel:a'=90° -a
sina 0 3 vz ¥3 1 , .
sina = cosa
cosa ! % % 2 0 cosa =sina’
tg a 0 3 1 3 E tga = cotga’
cotga| E V3 1 < 0 cotca = taa'

OBLOUKOVA MIiRA

1 rad je stedovy Uhel, ktery fislusi oblouku jednotkoveé kruznice, jehoz délka.je
lrad =57° 17 44,81"
360°=21

GRAFY FUNKCI
sinXx COSX

32
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VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI

sinx

COSX
sin> x+cos x =1,
Souwtoveé vzorce:

tgx =

, cotgx

Dvojnésobny uhel:

Poloviéni Uhel:

Sowtove wty:

_ COSX

" sinx

tgxlcotgx =1
sin(x+ y) = sinx[cosy + cosx[siny
cos(x + y) = cosx[cosyFsinx[siny
tgxttgy

1+ tgx[igy

+ cotgx[totgy —1
cotgx¥cotgy

sin2x = 2sinx[cosx

C0OS2X = COS” X — Sin® X

tg(x+y)=

cotg(x+y)=

sin> = 4 |17 COSX znaménko se df
podle kvadrantu

X _1-cosx _ sinx
2 sin x 1+ cosx

sinx+siny = 2[3inY [cos™*
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sinx-siny = 2[¢0s3* [$in5*
cosx + cosy = 2[€0s™* [€0s™*
cosx —cosy = -2 [$in=* [$in2
Prevody pres liché nasobkyv2: sm(’—; - ): cosa
cos(g - a) =sina

tg(z - a) = cotga
cotdZ -a)=tga

40. Teena ke grafu

Geometricky vyznam derivace:
1. derivace funkce v bédlotyku je smirnice t&ny

y'(XO)=kt
ki=tg o
Y=Y = k(X—XO)

Pr.: ZapiSte rovnici te¢ny funkce f v boc€ T.
f:y=2sinx  T[0,?]

1)dosazenim x-ové séadnice budu T zjiskAme y-ovou $adnici téhoz bodu
y=2sin0 — y=0
bod T ma tedy sdadnice T[0,0]

2)prvni derivaci funkce v b@&dT zjiskame srrnici
y' =2 cos 0 — k=2

3)zjiskanousmernici dosadime do rovnicedey y-yo = K(X-Xo)
y-0=2(x-0) - 2x-y=0

41. Goniometrické vyrazy- viz goniometrické funkce

42. VVyserovani pribéhu funkce

c. MONOTONNOST FUNKCE
Rostouci: jestlize je v kazdém b@dntervalu prvni derivace kladn& (x)'> 0)

Klesajici: je-li v kazdém bodl 1.derivace zapornaf(x) < 0)
Priklad: y = x%-3x
y'=3x*-3
rostouci:  3x* —=3> 0= (~,-1),(1+)
klesajici:  3x*-3<0= (- 11)
d. EXTREMY FUNKCE
Funkce ma %, maximum prav tehdy, existuje-li okoli body, takove, Ze pro kazdé

nalezZejici do tohoto okoli plati, Ze fumk hodnota je mensi nebo rovna fankhodnog
funkce vxo. Obdobs plati i pro minimum funkce.
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Stacionarni body: f(x)=0- v &chto bodech ma funkce lokalni minimum (pokud je
f*'(x)>0) nebo maximum ¢ "(x) < 0). Pokud je druh& derivace ve stacionarnimsrogna

nule, nejedna se o extrém.
Inflexni bod: f(x)'=0 — nelze udlat tetnu, funkce konkéavniigchazi na konvexni.

konkavni funkce: f(x)'<0 - cely graf leZi pod &@ou
konvexni funkce: f(x)'>0 - cely graf leZi nad taou

e. WSETRENI PRUBEHU FUNKCE
1) Urit defini¢ni obor funkce
funkce suda, licha, periodicka
2) Body, v nichZz neni definovana, ale ma v nichtlinzprava a zleva
Limita v nevlastnich bodech
3) Prisetiky s osamk,y
Znameénka funénich hodnot
4) Vypceet |. derivace
Nulové body I. derivace — stacionérni body
Body, v nichZ neni derivace definovana
5) Intervaly monotonnosti
6) Vypcet Il. derivace
Nulové body Il. derivace — inflexni body
Body, v nichZ neni derivace definovana
7) Lokalni extrémy
Intervaly konvexnosti a konkavnosti
8) Asymptoty
y=ax+b

f(x)

a=kas=lxi[117

b = lim[f (x) - ax

9) Obor hodnot funkce
10) Graf funkce

Priklad: f :y=x®-6x*+9x
1) D=R
f(-x)=-x* -6x% -9x = —(x* +6x> +9x) —ani suda, ani licha
2) Iim(x3 - 6x° +9x): lim x3(1—E +ij = +o0

X — 00 X o 0 X X2
lim (x3 -6x° +9x): lim x3(1—§+%j = —o0
X0 X-o o X X
3) priseiik sx: y=0
x> —6x°+9x=0
x=00x=3 [00],[30]
priseik sy: x=0
y=0
[00]
4) y'=3x*-12x+9
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stacionarni bodyy'=0=x, =1,x, = 3

5) rostouci:y'> 0= (- 1),(3+)
klesajici: y'< 0= (13)
6) y'=6x-12
inflexni body: y"=0=> x=2
7) Y'y=-6 —lokalni maximum [1,4] Y'=6 —lokalni minimum [3,0]
konvexni: y"'> 0= (2,+o) konkavni:y"'< 0= (- ,2)
8) k, =limb= IimM = Iimm = lim x* = +oo
X— 00 X — 00 X X— 00 X X — 00
9) H=R

10)

43. Pravdépodobnost

Pravdépodobnostse zabyva studiem zakonitosti, které se projevaphlodnych pokusechahodny
pokus je ¢innost, @i které je vysledek zavisly na nakod neumime hofpdem uéit (hod kostkou,
vybér karty z baléku...). Misto toho jsme schopniditrpravéEpodobnost, se kterou jeden z moznych
vysledki nastane.

Mnozina vSech moznych vysledik nahodného pokusu se zh&) a jeji prvky o (nazyvame je
elementarnimi = dale nerozlozitelnymi a reprezentejementérni jevy). Jakoukoliv podmnozinu
Q nazvemenahodnym jevem coz je vlastd tvrzeni, o kterém po skéani pokusumusime byt
schopni ftici, zda je pravdivé (jev nastavd) nebo nepravdfj@¥ nenastava)Jisty jev je
predstavovan celou mnozinéuanemozny jevje reprezentovan prdzdnou mnozinou @.

pi. Hazime Sestihrannou hraci kostkou. Mnozina Q ={1,2,3,4,5,6}, elementarnimi
jevy jsoupadne 1lpadne 2..,padne 6 MnozinaQ vyjadiuje jisty jevpadne jedno 2isel1,2,3,4,5,6.

Jevpadnecislo 8je jevem nemoznym. Jednim z moznych ndhodnyahjgejevpadne sudéislo

nebopadne 2 nebo.4

Z&kladni vztahy a operace:

A nastava vzdy, kdyz nastane jev B

A je podjevem jevu B AOB pr. A: padne 2
B: padne sudéislo

A nastava vzdy, kdyZ nastane jev B a obrécen
neboliiaoB)C(B OA)

Jev A e roven jevu B AB p7. A: padne 1 nebo 3 nebg 5
B: padne liché&sislo
nastane jev A nebo jev B
sjednoceni jev A,B ADOB p7. A: padne 1 nebo,B: padne 5 aos:padne 1 nebo 2
nebo 5
priinik jevii A,B A nastane jev A a zaroitgev B

p/. A: padne 1 nebo,/B: padne 4 nebo,%.s:padne 4
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opany (dopkikovy) nastane pravtehdy, kdyZ nenastane jev A
ievk A A p7. A: padne 1 nebo 3 nebg 4

A" padne 2 nebo 5 nebo 6

AnB=0 jevy A a B se vzajeninvylucuiji, jestlize nastane jeden,

disjunktni (vzajem# nemize nastat druhy

nesl&itelné) jevy A,B| @ je prazdnéa pr. A: padne liché&islo,

mnozina B: padne sudéislo

Kazdému jevu riweme pifadit jeho pravdépodobnost cozZ je vekina, ktera charakterizuje miru
ocekavani, Zelany jev nastane Pro jakoukoliv definici pravipodobnost vzdy plati:

Klasicka definice pravdépodobnosti- pokud zkoumany jev splje nasledujici fgdpoklady:
a)vSech moznych vysletie koneéné mnoho

b) vSechny vysledky jsostejné mozné
c)zadné dva vysledky nemohpastat sowasné
pakpravdépodobnosti jevu Anazyvametislo

P(A)=%

kdem je paet vSech vysledkptiznivych jevu A an potet vSech moznych vysletlks pokusu.

pF. V pripack jiz nudné hraci kostky jm = 6 (mohou padnoéisla od 1 do 6) a pro jgyadne 2 nebo
4 jen =2 (chceme, aby padla 2 nebo 4)

Statisticka definice pravdpodobnosti - jestliZze mame k dispozici velké mnoZstvi opakuvéa
stejného pokusu, definujeme pst jevu jako relatéetinost
n(A)
m(p)
pi‘. Bylo vyrobeno 2000 plySovych medvidkz toho 20ti chy&lo alespa jedno @icko. Jaka je
pravaEpodobnost, Ze si ditko vybere defektniho medvidka?
20

P(A)=———=001=1%
2000

P(A)=

Pravapodobnost jistého jevu ) = 1.

Prava@podobnost nemozného jevu P(J) = 1.

Pro pravépodobnost sjednoceni dvou jes, B plati:
P(ADB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

Speciélr, jestliZze jsou jevy navzéjem se v§lyici, pak plati:

P(AOB)=P(A)+P(B)

Pro pravépodobnost jevu A' ogaého k jevu A plati:
P(A’) =1-P(A)

Podminéna pravdépodobnost jevu A zapodminky, Ze nastal jev B je prajgbdobnost, Ze nastane
jev A, jestlize uz nastal jev B. Na jev A tedy kigme podminku sptmi jevu B a jeho

pravdEpodobnost mize byt jina, nez vifipack, kdy na ®&j tato podminka kladena neni. Pod#miau
pst definujeme

p(a|B)=PA0E)

jestlize P(B)#0

pit. Jaké je pravtpodobnost, Zeipdvou hodech kostkou bude et obou hodnot 7 (jev A), jestlize
na prvni kostce padne 3 (jev B)?
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P(B) = 6, neb@ na prvni kostce padne 3 a na druhé je jedno, wuiyipadaji tedy kombinace
[3.1], [3,2], [3,3], [3,4], [3,5], [3,6], kterychejcelkem 6.
P(AnB)= 1, nebd na prvni kostce musi padnout 3 a na druhé 4, gbydotet 7, tedy jedind mozna
kombinace [3,4].
Dosadime do vySe uvedeného vzorce
P(AnB) _1
PB) 6
Nezavislé jevyA, B jsou jevy, které se navzajem neoiiliji. Pravé&podobnost realizace jednoho tedy
nezavisi na tom, jak prébne druhy jev, coz zapisujeme (za podmimrky) 20 arB)=0)
P(A|B)=P(A) a P(B|A)=P(B)
Jevy A, B jsou nezvislé pratehdy, kdyz plati
P(A nB)=P(A)P(B)
Nezavislé pokusyjsou takové pokusy ip hichZz vysledek jednoho pokusu nezavisi na vysledk
ostatnich pokus

POZOR!!! Rozdil mezi jevem a pokusem: pokus je kastkou, jev je tvrzeni néppadne 6

P(A|B) =

44. Goniometrické rovnice

ZAKLADNI GONIOMETRICKE ROVNICE A NEROVNICE interval se ufi podle

sinx=a, cosx=a alO(-11) xOR jednotkové kruznice nebo
tgx=a aOR xOR-{kz+2} grafu
cotgx=a adR xOR-{km V\ .
Pt.  rovnice nerovnice
sinx=-05 sinx<-05
x, =210, x, =330 x =210, x, =330

K=k0z0{210 +2k330+ 2k} K =kDOZO(210 +2krr, 330 + 2k7)

SLOZIT EJSi GONIOMETRICKE ROVNICE

Pokud je v rovnici vice goniometrickych funkctepedeme je na jednu goniometrickou
funkci.

Pokud odmogtujeme, musime proveést zkousku.
Sin3x = c0s2x

sin3x—sin(90° - 2x) = 0

2@:053X+900_2XE1;in3X_900+2X:O
2
+z _Bx-71
cosx—22=0 O sin X2 =0
X+7 X =7
Z=Z+kr Z =k
2 2
=Z+2km X=#Z+2km

45. Trigonometrie

PRAVOUHLY TROJUHELNIK
Goniometrické funkce
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OBECNY TROJUHELNIK
a _ b _ c
sing sing - siny
konstantni a je roven iméru kruznice opsanéouziti: zname stranu a 2 uhly nebo 2 strany
a uhel jedné z nich.
c® =a’ +b* - 2abltosy

Sinova Wta: 2r =

— ponér strany a protilehlého vrtitiho Uhlu je

Kosinova Wta: b? =a® +c® - 2acltosS —Pouziti: zname 3 strany nebo 2 strany a Ghel

a’ =b?+c?-2bclcosa
jimi sevreny.

46. Linearni rovnice a nerovnice s absolutni hodnou

Obor proménnosti: obor, v #mz chceme danou rovnitgsit.
Definiéni obor (D): obor, v BmZ ma rovnice smysl.
Obor pravdivosti (P=K): mnozina koeni.
Resit rovnici znamena najit takowé které dané rovnici vyhovuije.
Nutno provést zkousku.
Ekvivalentni Upravy rovnic:
1) Rovnice Ize fevadt z jedné strany na druhou, ale s &@pan znaménkem.
2) Rovnice se nezéni, kdyZ k olgma jejim stranamipteme nebo odgeme stejny
vyraz.
3) Rovnice se nezéni, kdyZ ol jeji strany vynasobime nebo Wiine stejnym
vyrazem.
Absolutni hodnota: vzdalenost bodu od patku natiselné ose.
Rovnice s absolutni hodnotdeSime pomoaiulovych bodi.
Nap. y =[x+ +[1-x
x+1=0 1-x=0

S Y

1
- R
X0 (= o0;-1) x0(-11) X0 (1;0) S
y=—(x+1)+(1-x) y=(x+1)+@-x) y=(x+1)-(1-x)
y=-2x y=2 y = 2X

Pozor! musime vZdy vysledek porovnat s intervalem —+napl <l'3) avysledek jex= 4
proto rovnice nema v tomto intervaieseni.

x*-4=0 2x*+3x+4=0

y=x’-4 y=x*0y=-15x-2

kK={+2} k={}

47. Nerovnice s absolutni hodnotou

ostré znaky nerovnosti: < mensi nez
>  \tSinez
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< mensSi nebo rovno nez

>  VvetSi nebo rovno nez

Ekvivalentni Upravy nerovnic:

Nerovnice se nezéni, kdyZ k oldma jejim stranamipiteme nebo odg¢eme stejny vyraz.

V nerovnici Ize pevadit z jedné strany na druhou, ale s @pan znaménkem.

Nerovnice se nezéni, jestliZze jeji ob strany vynasobime stejnym vyrazem, ktery je kladny
na celém defiginim oboru.

Néasobime-Ili nerovnici vyrazem, ktery je zapornyce&m def. oboru, pak musimgepratit
znak nerovnosti.

neostré znaky nerovnosti:

Nerovnice s absolutni hodnotéesime pomoaiulovych bodi
|3x - 1] < x NB¥

| 3x - 1] } -3x+1 ‘ 3x-1

DxD(—oo;%j —3X +1< X

K=K OK, =>K (E,lj
32

Ciselné intervaly
Otevieny: (a,b)={xO0Ra< x<b}
Uzavieny: (a,b) = {xORa<x<b}

Polouzaweny: zleva uzakeny: <a, b) = {x ORas<x< b}
zprava uzakeny: (a, b) = {x ORa<xs< b}
S intervaly pracujeme stegjjako s mnozinami, a proto pré plati stejné operace.

Spoleiny nasobek adiitel

Nejmensi spol. nésobekn(12,28,42) =2[2[3[7 =84, v prvatiselném rozkladu ma kazdé
prvacislo obsazené v nejvySSi moahin

Nejvétsi spol.délitel: D(12,28,42) =2, v prvaiiselném rozkladu ma pouze spol. pfiabo.

48. Komplexniéisla
Komplexni- sloZzenéimaginarni— neskuténé, vymyslené
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a=[a, +a,| - Gausova rovinda — vzdalenost v G. rovirtrod pasétku

Absolutni hodnota: |a| =/a,* +a,” — reain&islo
Komplexni jednotka: ¢islo, jehoz absolutni hodnota se rovna 1

Algebraicky tvar: a=a, +a,i o .
. .oy T : Opacnééislo: —a=-a, — a,
Komplexné sdruzené¢.: a=a, —a,li,

) _ . CavrAcenddisl: L 1
Goniometricky tvar: a = [d(cosa +isina) Prevracenétislo: — = a +a,
2

Exponencialni tvar: a =|a| &' — v radianech

OPERACE S KOMPLEXNIMI CiSLY

i2=-1

tani: a+b=(a, +b )+ (a, +b,)
Nasobeni: alb=(a, +a,i)(b, +h,i)

alb = o/ 0b| feoda + B) +isin(a + B)] = |d (| &'~

a_a ta,l d)]—bzi

Déleni: —= : :
b b +bi b —h,i
a_id fcoda - B) +isin(a - B)] = i /")
b o b
MOIVREOVA VETA

(cosa +i sina')n = (cosna+ i sinna)
Mocniny: a" =|a|" C{cosna +isinna)
Odmocniny: ¥/a = H [ﬁcos—”*ﬁk” +i sin%z'w)

49. Logaritmické funkce

Logaritmus kladného ¢islax o zakladua je realn&islo ozn&ovanélog.x, pro které plati rovnost:
al%* =x x>0,a>0a%1
TIP: snadsji se pamatuje Logaritmus jecislo, kterym musime umocnit zaklad, abychom dostali
c¢islo logaritmované.
pi'. l0gs16 = 2, nebd 4% = 16
Dekadické logaritmy (desitkové) jsou logaritmy o zakladu 10 a =(10), zapisujeme j&. = logiX =
logx a dle definice iejmg platix = 10'.
pi. 10g100 = 2, nebd10” = 100
PFirozenym logaritmem nazyvame logaritmus o zaklaéuEulerovocislo e = 2,718), ktery zndgme
y = logx = Inx a plati x =¢".

Obecny vztah mezi soustavami logaritrix:
Pokud chceme vypiitat logaritmus se zaklademjehoz hodnoty nemame k dispozici, ale mame k

dispozici hodnoty logaritinse zakladers, vyuzivAme vztahubg, a=:zg—°z
Cc

(Nejcastji pouzivAmerc = 10 neba =€)

PF. logs2 = :09;02 =0631

\0919'3
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Poditani s logaritmy:

log, X" =r.log, x Pro kazdé reélné

logaritmus mocniny .
PF. 10g100% =2.10g100 =2.2 = 4

IogaR‘/;:%.logax pro kazdén piirozené
logaritmu odmaocniny 1 N
P 10g+/10 =E.I09100=E.2=1

1094 (X1.X2) =100 X; +10g, X,

logaritmus sotinu .
PF. 10g(100.1000) =l0g100 +l0g1000 =2 +3 =5

Iogﬁ =log, X1 —10g, X5, X, 20
. . X
logaritmus podilu 2

pF. Iog% =log100-logl0=2-1=1

Komplexni- sloZzenéimaginarni— neskuténé, vymyslené
=[a, +a,| — Gausova rovinda — vzdalenost v G. rovirrod pasétku

Absolutni hodnota: |a| = 4/a,* +a,” — reain&islo

Komplexni jednotka: ¢islo, jehoZ absolutni hodnota se rovna 1
Algebraicky tvar: a=a, +a,i

« P : Opac¢nédislo: —a=-a, —a,l
Komplexné sdruzenéé.: a=a, —a,i, 1 1

Goniometricky tvar: a = [d(cosa +isina) Pievracenetislo: a ata
2

Exponencialni tvar: a =|a| &' — av radianech

OPERACE S KOMPLEXNIMI CiSLY
iZ=-1
stitani: a+b=(a, +b)+(a, +b,)
Nasobeni: alb=(a, +a,i)(b, +h,i)
alb =g (bl fcoda + B) +isin(a + B)] = |d db| &)

a_ata, épl—bzi

Délent: - :
b b +bi b —h,i
a_ H |al i(a-p)
b~ b fcoda - B) +isin(a - B)| = b &l
MOIVREOVA VETA

(cosa +isina)" = (cosna +isinna)
Mocniny: a" =|a|" C{cosna +isinna)
Odmocniny: Ya = \/H [{cosa:2er + sina:2ir)

50.Reseni rovnic v oboru komplexnich¥isel

42



KVADRATICKE ROVNICE S DISKRIMINANTEM MENSIM O
X=%y/—m=zxiym

, ~b=i,/|D|
ax+bx+c=0 (D<0) > x=——V—

2a

BINOMICKE ROVNICE
x"=m = x=%m=g|m [{cose2r +j sin os2er)
Je-li binomicka rovnice s realnymi tany stups sudého, pak ma 2 realnérkay ¢isla

opana) a komplexni ki@ny jsou vzdy 2 a 2 komplexisdruzené.
Je-li stups lichého, pak ma jeden realnyiiem a 2 a 2 komplexrsdruzené.
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